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Xir. Tra&atus de Curvarum tonfiruElione <S* hlen- 
fura ; ubi plurim<e feries CurVarum InfinitdVel 
reftis menfurantur )><?/ ad /impliciores CurVas redu-* 
cuntur. Autore Colin Maclaurin, in Collegioj 
noVo AbredoneniT Matbefeos <Profeffbre. 

EXimiae Mathefeos Theoria?, oh infinitam Propofiti* 
num Univerfaiitatem, setcrnam ac necefTariatn 
Vctitatem, Evidentiam omni dubitatione majo 
rem, Idearum ciaritatem luculentiflimam, Demonftratio- 
num elegantiam, Theorematum nexus & mutuas deperv 
dentias, pulcherrirais cette ac fummis humaui intelledtus 
repertis funt annumerandas.; inter eas vero eminent fumr 
roorum hujus feculi Philofophorum de Ciirvarum Loa- 
gitudinibus & areis menfurandis ardua Theoremata, 
Ad hos diflufos cognitionis campos diu alte latentes tanr 
dem eruendos infinitx fcientias porriunculam mutuari, vix 
fibi temperare poflet quin pronuntiaret, qui Arithmeticnj 
Infinkorum vires in immenfb elegantiflimarum Verita- 
tum abyfTo eruendo, & humani intelle&us Hbrrzontem 
infinite fere extendendo, paucis practeritis annorum de- 
cadibus, ample fatis comprobatas, animo perpenderit ; 
Hujus vero methodi ( ficut nunc au#a & exculta cft ) 
ope, incidi in rationsm menfurandi infinitas Curvarum 
feries, quam paucitTimis expiicabo. 

Cum m omni linea curva fit aliqua curvarurae regula- 
ritas licer, forte implicata, fecundum quam figura deter- 
minatur; ideo Geometrse varias Curvarum characlferes ex 
,$quatioj;e Ordinatarum relationem ad abfcifTas axis aSi- 
cujus ex[rimente definirunt. Cunvverd idem fieri poflit 
ex.conGderaiioftS Curvarum refpe<2u unius dati centri, 

inro 
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imo flmpliciilinaa Naturss uniformitas in ejus indagine id 
fieri fkpe poflulet, ideo hanc Curvas confiderandi Me- 
thodum impro2fcntiarumufurpabimus,& imprimisoften- 
demus qua faciliima ratione ( fecundum hanc Mecho- 
dum Curvas detcrminandi ) ex fimpiicibus con.piexiores 
conftrui pofTint. 

§ I. SintL &/ puncla quamjjrcxima inCurva B/I ; 
£.z l o arcus centro S defcriptus perpcndiculans in .- L ; 
& crit L/ ut rnomentum Curvxe & LsmomencumRadii 
SL: Ac fi detur ratio L / ad Lo, vei ad / o in diftan* 
tia S L, dabitur aquatio Curvse ad centrum S. Sint L P, 
//> Tangentes Curvx in pundtis L & /, in quas ex * de- 
mittantur normaks S P, S p iis occurrente» m pundhs P 
& p ; fimiliter in omnes Curvie Tangentes denrttarKur 
perpendicuiares ex dato punclo S & conftruetur < ur« 
va tranfiens per omnes Tangentium & perpendicuion>m 
interfedHones. Hujus triangulum elemenrare P n p fi- 
mile erit riiangulo Lol, qua; proinde dabitur ex data 
Curva B / L. Quippe ob rrquales Snp, 9 n L, & rc:3os 
S|»»,SPL sequiangula erunt triangula $p n, P n L, & 

proinde P n : pn :: L n : 
S » •*: L o : / o, adeoq; 
ob anguios P ;;f, S n L, 
Lol aequales, erunt tri- 
angulaP»^, SnL, Lsi 
fimilia. Cum igitur ea- 
dem flt ratio L / ad lo 
qucc Ppzd pn. & SL ad 
S P, manifeilum eft da- 
ta" rationeL/ad lo, & tQtlX S L, dari rationem P/> ad 
/> /? & re$am S P, adeoquc Curvam D p. Badem ratio- 
ne ex D P conflrui potcft Tertia, & ex ea ddn Quarta, 
& progrediendo prouibit feries Curvarurn infinira, quae 
omnes ex uno dato innotefcunt. Quod (i erigantur L N 

& 
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& ln perpendicuiares in radios SL, S/, fibi muruo cc- 
currentes in .#; & per omnia fimiliter definita perpendi- 
cuiarium concurfuum pundta defcribatur Curva E N: ca 
ipfa erk k urva ex qua dcduci poteft B L, eadem ratio- 
ne qua conitruximus D P ex B L. Ex EN fimiiiter 
conftrui poteft alia Curva, atque ex hac quoque parte 
Series infinita Curvarum conftrui poterit. 

$ I!. Curvarum vcro hac ratione confideratarum fim- 
pliciffimx fiint quarum L / eft ad L o in ratione porc- 
ftatis alicujus Radii, ita ut, fi a fit data quantitas, r de- 
notet Radium Curvse, n numerum quemcunque, fit L l 
ad l o ut a" ad r n aequatio earum generalis. Omnesve- 
ro hoe Apfidem habent cum r=d, quoniam in eo cafu 
L /-— / o. Uc inveftigem sequationem Curvas D P, cum in 

BLeft ut L/ad lo ita a" ad r", ita r ad SP— — , ita 

TZT X S P^l ad S P, ita ri+T ad S P»+', ita P/ ad 

p#, Proinde fi i ceprefentet momentum Curvae, > ar- 
cum circularem radio defcriptum a centro S, & r radium 
correfpondentem, qusecunque fit Curva cujus ^quatio 
inveftigatur, erit y£quatio Curvse B L, i i) ::.«" : r s ; 

n n 

Mquztio vero Curv.e D P, s : y : : 4»+i : r~. Angulus 
autem P S p erit ad Angulum L S / ut ^ ad -$£, five 
ut fp ad §£ vel ( fi S Pdicatur x & S L, r ) ut J. ad ?- 9 

hoc eft, ( ob x=-^r ) ut V >* &d ~,fiveut *-j-iad r> 

Hinc ( vii. Fig. II. ) B S P eft ad B S L ut »+i ad^ i ; 
unde facilius abfque Tangennum ope duci potefl Cur» 
va B ?. Si fumatur angulus 3 S P ad B S L in ratione 
»-}-i ad i, & in S P dernktatur perpendicuians ex L, 
e r ic occurfus perpendiculi cum S P, in Curva B F prius 
Taneentium ope defcripca. 
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4 III. Oftendimus quo pacto cx un& feries Curvarum 
infinita deducitur ; quo vero pa&o fingularum iongitu- 
dines ex illius & unius alterius longitudinibus datis in- 
noteicant pergo demonftrare. Cum angulus S P />=:S L /, 




atque L S/ fi t ad P S^ ut i ad »4-1, erit L / ad P/> ut 
S L ad » 4-1 S P, five ( ob SL : S P : : L / : lo ) ui: L/ 
ad n-\-i lo, ac proinde P p=n- \- 1 / o : fed / o— / n— o n 
— I n—L N4-N n ; ergo P />=»4-i x / »— L N-|-N*. 
Sed / »— L N eft momentum rc&x L N normalis in S L, 
P /> momentum Curvse B P, & N n momentum Cunvas 
B N : Cumque B P, B N, B L fimul evaneicant in B, e- 
runt in ratione momentorum, adeoque B P— »4-1 x 
BN-fvel— LN. Unde Curva B P eft ad fummam vel 
differentiam Curvx penultimae in Serie ejufque Tangen» 
tis ab intermedia intercepta:, ut n-\-i ad 1 ; five, fimfit 

fndex aequationis Curvse 6 P ( quoniam m—~-) m 1 

ad 1 — m. 

Hinc \ m ° in ferie Curvarum inflnit! fupra defcripdl, fi 
dentur Longitudines duarum proximarum, dabuntur 
longitudines omnium ; quippe menfara cujufvis pendet a 
menfura penuitimas femper in ferie, & proinde unum 

P" 
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par omnibus menfurandis fufficiet : Si una Curva fit rfe- 
dis commcnfurabilis vcl incommenfurabilis, erit integtas 
feriei pars dimidia re$is commenfurabilis vel incommen- 
furabilis. Hinc x rf *. Licet Curvse B P & B N cflent redtis 
incommenfurabiles, differentia tamen Curvae BP ab 
»-f-i CurvseBN eflet aequalis aflignabili reclae. 3". Si 
Curva tranfit per S, recM LN evanefcente in S, erit 

BPS= 8 -^. 

1 — m 

$ IV. Curvarum de quibus egimus, quarum nimi- 
rum s -: y :: a" : r n t maxime infignis eft Circulus, exi- 
ftente S in circumferentia, cujus arquatio eft s : y : : a ■: r, 
ut ex fimilitudine triangulorum Lol, B L S ( /%. III. ) 




C K B GBK 



manifeftum eft, adeoque »=1 ; & proinde m^z-^=^ 

• . 11 
& sequatio Curva» B P erit s : y : : a? : r~ , quae ipfa eft 
sequatio Eftcycloidis revolutione Circuli fuper bafsm fibi 
aequalem revolventis defcripti, ad punclum ubi pundum 
defcribens tangit bafim, quae D no Pafchal dicitur la L't- 

L 11111 m/t* 
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mMon de M. Roherval, quamque M. De h Hire confiderat 
ut Comhoidem Bafis Circularis, in Adis Academise Pa- 
rifienfis Antii 1708. Perpendiculares omnes L N, ln 
concurrunt in punclo B, adeoque B N— o: unde B P= 
BN+NL _ iB L . Hjnc Curva £ota B p s _ a B $ ^^ 

1 — m 

gitudo Epicyckidis femper dupla efl: chordae arcus in cir- 
culo correfpondentis. % do . Ex Eficjdoide defcribatur 
Curva BnS, eadem ratione qua Epicycloidem ex Cir- 

culo defcripfimus ? Jn hoc cafu »= r ,. & »t= —r^—— 1~ 

• •11 

=§•, ac proinde jequatio Curvse B n S erit j : y :: 4'": r r . 

Longitudo Curvx erit BL ,^ P — rBL-{-LP= * BL+Lg; 

& proinde Bn eft feiquiplus fummx Arcus circularis ejuf- 
que Sinus re&i. Quod fi fumarur C D=B D, & radio 
S D centro S defcribatur Circulus occurrens re&x S P iti 
H, & fit HK perpendiculiris in B S; quoniam D H— 
f-BL, erit B n=D H-hH K. Hinc arcus BI7 neque 
funt redis neque arcubus circularibus commenfurabi- 
les, differentia lamen arcuum 817 & DH ell re&a 
H K. Jn punclo S evanefck L G. adeoque B fl 3=4 B L S B 
unde tota Curva eft fefcupla fcm«circuli. NuIIa vero 
pars hujus Curva; alfignabiiis coromenfurari poreft toti, 
mec integra Curva in dara quavis rarione fecabilis eft, 
Ita ut portiones rationem aOignabiicm habeant ad femu- 
rao aut ad totam. Si hsec curva in data aiiqua rarione 
Geomettice fecari poller, conftarei Quadratura Circuli, 
nam Ci cgr. eflet B n ad B il 3 ut 1 ad m, cx B L ad B L S 

ut 1 ad n, eliet Bn.=— —=s=: — = f-BL+LG 

unde etfet B L =~ & 3 L S=££ L G, 3* Ex BI73. 
coniiruatur cxplicaca rnedicdo Cuiva B R, & quomarn 
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»= r erit m=z~^-z=x, atque sequatio Curvas BR erit 

i. j, — . 

s : y :: & : r». Hinc longirudo Curvsc fiet jxBL-f-Pn, 

totalis ver6 Longitudo Curva? BRS=*- diametri SB. 

Si harum Curvarum Conftrudliones continuentur, prodi- 

bit hujufmodi feries ^quationum qua: facile produci- 
cur ad iibkum. 



i^quatio Circuli 


I. 


j : ; : : 
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: r 






Epicycloidis 




* : 7 : : 
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: r 






Secundi 


3* 


* : 7 : : 


a* 


: r* 






Tercii 
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s : y :: 


a* 
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: r* 






Cujufvis 
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s : y :: 


a" 


• yn 


&c* 



Obfervare licet in genere, omnes quarum fndicum deno- 
minatores funt Numeri pares, perfeclas re&ificationis effe 
capaces • cumque quaevis fir ad penultimam ut i ad i — m } 
perpendenti manifeftum erit Curva? cujufvis longicudi- 

, I I — vm I — a»i i — 6m > „ ~ 

nem fore — — x X — ■ - x , &e, x S B 

t_»j i — 3»j x~\m i—Tm' ^ 

continuando fedem donec ad nihilum reducatur Fra&io. 
Quod fi fndicis denominator fit Numerus impar, Curvae 
erunt perfe&a.' re&iiicationis incapaces, & earum arcus 
quicunque erunt fibi mutuo, ipfis rotis, redtis quibufvis 
& arcubus Circularibus incommcnfurabiles : exprimi ver6 
poffunt omnes arcubus circularibus & reclis : Ac Cur- 
vx cujufvis totalis Longitudo eric ad Semicirculum uc 

X x — — , <&c. ad umtatem. Denuue fi Areo- 

la a Corpore in harum quavis revolvente fumatur con- 
ftans, hoc eft fi r y=i, fubtenfa anguli contacltus, cul 
femper ( ob datum data" are& tempus ) proportionalis eft 
FisCentnpeta tendens ad S, erit reciproce ut potefias di- 
ftantias cujus Index eft z m-\-$ ; atque hoc eft non con- 
L 11111 % temnendum 
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temnendum harum Curvarum privilegium, quod in iis 
omnibus Vis centripeta tendens ad S fit ut aliqua rect- 
proca diftantise dignitas, quas fimplicifftma cft, & utilif- 
iwnja in Natura? indagine, Virium Centripetarum lex. 

• • n n 

$,V. Curvarum quarum $ : y ::,air proxime con* 
fideranda venic ( quae Curva quidem improprie dicitur) 
ipfo Linea recfra, exiftente S extra re&am. Fn hac li? 
«ea, ob fimilia triangula P p n, P B S erit ( fi B S= a & 

Sfer) s : y :: r :..a. Ex Jinea re&a methodo dhs&& 




nijhil nifi pundtum B conftrui poreft, Methodo vero iiv 
versa\ perpendicularium nimirum P L, />/concurfu, con- 
ftrui poteft Curva, cujus Index ( Ci m fit Index Curvse 

B P ; a?qualis erit z~ ; nam S\ Index Curv&B L fit », 
erit w— ^rp, ac proinde n—j-~^> ^dc in hoc cafu, 
eum m=~-i erit n=~- , & asquatio Curvar B L erk 

$ x y :: f : <C t quas aequatio eft Parabolae ad Focum. Ex 
hac conftrue aliam, conftituendo angulum L S N=L S B 
Sc erigendo L N normalem inSL occurrentem ipfi SN 

ipN. Quoniam vero m=rj- erit n—rr, & asquatio Cur- 

m : s :,y iw :*T &; B P^—^^BN^TN, crgo 

B.N==- 
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B'N=zB P-j-L N ; proinde hxc Curva eft re&ificabiJis, 
SiSeries continuetur, prodibunt Ut prius aequationes in 
hoc ordine. 

■^quatio Re&ae s : y :: r :a 

Parabolae s : y : r r : a* 

• E I 

Secundae s : y :: r T : a ? 
Tertix t : y :: f va* 

Gujufvis s : y :: f ua* 

In hac Serie primae funt Re&a & Parabola, unde pa* 
ret dimidiam hujus fimiliter ac prioris Seriei efle re&is 
menfurabilem : aiia vero dimidia pars in re&is & arcu- 
bus Parabolicis exhiberi poteft. In his omnibus Vis cen- 
tripeta ad S eft reciproce ut poteftas diftantioe cujus IrjH 
dex 3 ^— xm, ac proinde femper inter duplicatam & tripli- 
catam rationem diftantiae reciproce. 

$ VI. i£quatio-Hyperbolae aequilaterae ad centrum 
eft s : y : : r : a, ex qui deducitur methodo direda.Se- 
ries hujufmodi, 

i. s : y :: r : a 

z. s : y :: a : r 

3. s:'y :: a 1 : r> 

4. s : y :: a* : r 
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5. s : y : : 42»-i i-rizr^l 
Ex-hi&Curvar, quarumlhdicum denominatores funt iri 
progreffione — 1, 3, 7, n,&c. exhiberi pollunt in re&is 
& arcubus Hyperbolicis ; reliquse vero in re&is & areubus 
Curvae cujns aequati o ad ax em SB ( 11 x frc abfcifta, y 
veroOrdinata) eft xx-\-yy ] 2 =4 2 * 2 ' — ff, quajque con- 
ftruitur (viA Fig III. ) bifecando angulum BSL & 

funiendo-3 
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fumendo 5N mediam proportionalem inter SB & SL. 
Curva2 qux ex HyperboJa methodo inyerfa conftrui 
poflunt progrediuntur in hac Serie, 

Hyperbolas i. s:ji:r:a> 

• ■ .' * * 

%. f.j zx-r* i'a l 

3, x : jf : : rs : 4 s , ^; 

tfbi Curvas quarum Indicum denominatores funt in pro- 
greflione 1, $, 9, 13, &c. exprimi poflunt in re&is & 
arcubus Hyper bolicis ; reliquse vero in re&is &arcubus 
Curvas modo explfcatae. 

Si aliae Curvas defiderentur qux aiias exhiberent Se- 
ries, id facillime fieri poteft ope vel Circuli vel ke&x : 

n n 

quipps ex earum aliqua omnes, in quibus s : y : : a : r, 

conftrui poflunt, fumendo, h o- 
pe Circuii Problema fit folven- 
dum, B S R ad B S L ut 1 ad n, 




&SNinipfaSR=* n xSV* • 
quippe Curvae per omnia pun» 

&a N du&x sequatio erit s : y : : a : r . Simiiiter ope 

Re<foe conftrui poiliint quarum aequatio eft / : ; : : r : a . 

Duas exhibuimus Series infinitas Curvarum reftis 
commenfurabilium ; aliam arcubus circularibus, aliam 
Parabolicis, aliam Hyperbolicis una cum re&is menfu- 
rabiles demonftravimus : ex vero ad re&arum menfu- 
ram arte fola infinita reduci poffe videntur, ficut a> 
quatione {ola infinita in re&is exprimuntur. 

Hac Cl. Author brevitati ftudens paucis -tradit, illum att- 
iem flenms rem pro dignitate ejus illufiraturum fperanm. 

IV» ftgmark* 



